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1. UvoD

V seminarski nalogi bom najprej predstavila Leibnitzov kriterij za konvergenco
alternirajocih vrst, nato pa bodo sledili dokazi naslednjih vrst:

elog2 = 1—245—1+--=>7 (=p!

n=1 n

1 1 1 _ oo (=nnt
sts— 7T =20l
=1

2. ALTERNIRAJOCE VRSTE

Izrek 2.1 (Leibnitzov kriterij). Naj bo > °° . a, alternirajoca vrsta, t.j.:

n=1

za vsak n, sign(a,.1) = —sign(a,)

[e. 9]

ne1 n konvergira.

in naj bo |ay|, |as|, ... padajoce zaporedje z limito 0. Tedaj vrsta )

Dokaz. Naj bo b, = |a,|. Privzemimo, da je a; < 0. Torej a; = —b;. Nasa vrsta je
tako —by + by — b3 + by — ..., kjer je {bx}22, padajoce zaporedje pozitivnih stevil z
limito 0. Naj bo s, n-ta delna vsota vrste —b; + by — b + by — ... Velja:
Sont1 = San—1 + bap — bapy1 > S2,-1.
————

>0

Podobno
Sont2 = Son — bany1 + bango < Sop.

Sledi s1 < s3 < 55 < -+ < s < 84 < s9. Torej je zaporedje {so,-1}52,
narasc¢ajoce in navzgor omejeno, zato obstaja lim, . S2,_1 = s’ in podobno ob-
staja lim,, o So, = 8”. Jasno je s’ < §”. Ker je

s'—s" = lim (s9,_1 — Son)
n—oo
= lim (—bgn)
n—oo
= O7
sledi s’ = s" = s, torej lim,, o 5, = s. O

3. ELEMENTARNI DOKAZ DVEH ALTERNIRAJOCIH VRST

Pokazali bomo dokaz naslednjih dveh alternirajocih vrst:

11 1 (=1t
1 log2 = 1 ——4-—~4-- =) 7
(1) o8 2 371" ; n
in
s 1 1 1 = (—=1)n !
2 T E =
2) 4 37577 ;Qn—l

Slednjo poznamo tudi pod imenom Gregory-Leibniz vrsta. O njej bom vec zapisala
v razdelku stevilka 8.
Najprej zapisimo potenéni vrsti log(1 + x) in arctan z:

| oo 2 2 3 g
1 = -yt —=-—=4+—=+—=x---, —-l<zx <1,
og(1 + ) ;( e e R : z <
oo g+l I T B
arctanx:;(—l) 2n+1:x—§+€—7i---,]w|§1.



Ce vstavimo v obe vrsti z = 1 dobimo ravno log(2) in Z.
Za dokaz enakosti (1) in (2) bomo uporabili isto izhodis¢e. Naj bo

jus

(3) I, = /4 tan” zdz,
0

definirani integral, kjer je n poljubno pozitivno stevilo. Najprej naredimo substi-
tucijo u = tanz in du = Fzdr = 1+ tan® xdr = sec® xdzr oziroma dr = 111;2.
Spremenimo tudi spodnjo mejo integrala u = tanx = tan0 = 0 = u = 0 in
zgornjo mejo integrala u = tany = 1 = wu = 1. Beseda substitucija bo od seda]

naprej oznacevala slednjo substitucijo. Ce se bo v seminarski pojavila se kaksna
druga substitucija, jo bomo zapisali. Vse to uporabimo na integralu (3):

1 n
(4) In:/ T _du.
o 1+u

Ocenimo imenovalec nasega integrala: 2u < 1 +u? < 2zau € (0,1). V integralu
(4) zamenjamo imenovalec z 2 in dobimo:

1 u™ un—i—l 1 1
/ —du = =
0 2 2n+1)], 2(n+1)

Imenovalec integrala (4) zamenjamo z 2u. Dobimo:

1 1

" 1

~du = u" du = i
/ ‘e / " [QTLL 2n

Ce upostevamo se integral (4) dobimo:

1
5 — <, < —
(5) 2(n+1) 2n
Sedaj posljemo n — oo, sledi:
(6) lim [, = 0.
n—o0

Vidimo, da ko gre n — oo, vrednosti integrala (3) limitirajo proti ni¢. Torej vre-
dnosti integrala konvergirajo.
Izracunajo naslednjo zvezo, ki nam bo pomagala pri nadaljnjih izrac¢unih.

I I
I,+ 1,5 = / tan” rdr + / tan" "2 xdr =
0 0

s

n+2

4
= / tan” xdzx + tan™"* xdx =

[e=]

= / tan” zdz (1 + tan® 2)dr =
0

1
substitucija
= / tan” xdz(sec’ z)dr = /u"du:
0 0

- [i=l.-

n—|—1




Definiramo naslednje:

E, =(-1D)"1L, = (—1)"1/4 tan*"zdx
0

™

(®) On = (=1)""zn1 = (—1)n_1/4 tan®" ' zdx
0

E, je integral (3), v katerem nastopajo le sode potence funkcije tan z, pomnozen z
(—1)"~1. Podobno velja za O, le da v njem nastopajo lihe potence. Izracunajmo
rekurzivno zvezo za E,,.

Iz (7) sledi:
E,—E,1 = (-1)""'L, - (—1)%2]2(71—1) = (=1)""(Lon + Lop—2) =

e e
(-1
T -1
Izpeljimo rekurzivno zvezo za O,,.
Iz (7) sledi:
On — 0,4 (=) Moy — (=1)" 21y, 3
= (_1>n71(12n71 + Ioy_3) =
) e+ ) D () e
(=)
T -2

[zracunajmo Se prva ¢lena rekurzivnih zvez:

1 2 1,2 1—-1
B = (—1)0.12212:/ u du:/ S
o 1+u? o l4+wu?

1 1 1 1
= / 1— 2du = [u} — [arctan u} =
0 1+u 0 0

= 1 —arctanl + arctan(0 =

- 1- %
O = ()" L=05L= /01 ; +“U2du substitucijal /12% . %dt -
= [%logt]j = %log2 — %logl =
= %logZ

Uporabili smo naslednjo substitucijo: 1 + u?> = t in 2udu = dt. Novi meji sta:
t=u+1=1in t=1+1=2

Sedaj lahko s pomocjo rekurzivnih zvez in prvih dveh ¢lenov zapiSemo naslednji
konéni vsoti:

N L
() E”:;(Qk:)—l_z
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n

(10) 0, = % - (log2 — ’ ).

E = ~ (=D o
" 2k—1 4
k=1
(-1)° =« T
" 1 4 T
n+1 _
(_1)k 1 T
— 1: B,y = - =
o “= T
k=1
Uporabimo rekurzivno zvezo:
(_1)(n+1)—1
E, = —~ _  _+F,=
“ 2+ 1) —1

(_1)(n+1)71 N n (_l)k—l T
2n+1) -1 & 2k—1 4

n+1 (_1)k—1 -

Z 2%k —1 4

k=1

Dokazimo Se zvezo za O,,:




Uporabimo rekurzivno zvezo za O,,:

O (_1)(n+1)—1 O

(_1)(n+1)—1 1 n—1 (_1>k—1

= — 4+ —.|log2— =
2t —2 2 \'® ; K
1 (_1)(n+1)—1 n—1 (_1>k—1

= — | —F—+4log2— =
2 \nrn—1 ; K

_1\(n+1)—2 ol g1

= 1 log?2 — (=1) — (=1) =
2 (n+1)—1 — k

1 (D" (DY

k=1

1 n (_1)k—1

Enakosti (1) in (2) sledita iz (6), (8), (9) in (10).

Ce zdruzimo (8) in (10) dobimo naslednje:

1 n-l1 —1)k1
On = (=1)""ypy = 3 <1Og2 - Z %)

k=1
Sedaj uporabimo (6). Torej posljemo n — oo.
Leva stran enakosti:
lim (—1)" 'y, 1 =0

n—oo

in desna stran enakosti:

e g )

k=1 k=1

Sedaj ponovno enacimo levo in desno stran:

0= % . (logQ — Z (_1lzkl>

k=1

V vrsti zamenjamo indeks k£ z indeksom n:

0 —1)n—1
0:10g2—z( i

n

n=1

Vidimo, da je to v bistvu zacetna vrsta (1).

> (_1)n—1
log2 =S
L
Sedaj nam ostane le Se izpeljava enakosti (2). Zdruzimo (8) in (9):
(=D r
En: —1n_1]n: ( N
=D ; 2k—1 4




Upostevamo (6) na levi strani enakosti:

lim (—1)" 1y, =0

n—o0

in na desni strani enakosti:
) _ o0
li _ =
e Z 2% — 1 Zl 2k

Zdruzimo levo in desno stran enakosti:

hum

Preindeksiramo vrsto v n:

Dobili smo zacetno vrsto (2):

4. TANNERY-JEV IZREK

Tannery-jev izrek (poimenovan po Jules Tannery (1848-1910)) ni zelo poznan iz-
rek. Izrek je v bistvu posebni primer Weiestrassovega M- testa. Potrebovali ga bomo
v nadaljevanju pri dokazu baselskega problema in Gregory-Leibniz vrste. Slednjo
bomo v razdelku stevilka 8 dokazali Se enkrat vendar na drugacen nacin.

Izrek 4.1 (Tannery). Ce je za vsak n s(n) = > k0 Je(n) koncna wsota (ali pa
konvergentna vrsta), lim,_, fr(n) = fi, |fe(n)] < My, in Y2, M), < co potem

lim s(n) = E fre-
n—oo
k=0

Dokaz. Za poljuben ¢ > 0 obstaja N(e), tak, da je Zk>N(e) M < 5. Za vsak k
obstaja Ng(e) tak, da velja |fir(n) — fil < Gy 2a vsak n Ni(e). Naj bo
N(e) = max{Ni(e),..., Nn(€)}. Potem
N(e)
€ €
< 2 M, < N 2- =
ka| Z|fk —fl+2 > My < (6)3N(6)+ 3¢
k>N (e)
za vsak n > N(e). O

[zrek lahko povzamemo z naslednjo enakostjo:

lim » - fi(n) = lim fi(n)
k=0 k=0

Torej s Tannery-jevim izrekom lahko pod dolocenimi pogoji zamenjamo limito in
neskonéno vsoto (seveda vemo, da lahko vedno zamenjamo limito in konéno vsoto,
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vendar pri neskoné¢nih vsotah je to drugace).
Primer uporabe Tannery-jevega izreka je dokaz naslednjih formul za e®:

. o\t e (ot
i (14 0) = 3 (1) e = =

Bralec najde dokaz v [5, pogl. 3.

5. DOKAZ BASELSKEGA PROBLEMA

Dokazali bomo naslednjo enakost:

1 1 2
(11) 1+§+§+~-:E:§(2),

poznano tudi kot baselski problem. Prvi ga je predstavil Pietro Mengoli v letu 1644.
Bolj znan pa je postal, ko je v letu 1689 o njem pisal Jakob Bernoulli. Jakob je bil
brat Eulerjevega ucitelja in mentorja Johanna Bernoullija, ki pa je problem po vsej
verjetnosti predstavil Eulerju. Slednji ga je resil leta 1735. Problem je dobil ime po
mestu Basel, ki je rojstni kraj Fulerja in tudi druzine Bernoulli.

Nas dokaz baselskega problema bo drugacen od Eulerjevega dokaza.

Vzemimo:

1 1 B 1 B
sinfz (2 sin £ cos £)2  4sin?Zcos2Z
2 2 2 2
B 1{ Lol } 1{ Lo }
- 7 2T z| = 7 2 —z | =
4 | sin” 7 COSQ§ 4 | sin” 3 COSQT
1 1 1
12 = = +
( ) 4[sm2§ sin2%}

1 = 1 1 n 1 B
"~ sin? g 4| sin? % sin? %’T
1 [ 1 n 1 n 1 n 1 }
- qa 2T 2 3w 2 5w 2 Tm =
16 | sin T sin” =< sin”2E 0 sin® g
1 1 n 1 1 n 1 n
64| sin? 1”—6 sin? ?i—g sin? ‘?—g sin? %
. 1 1 1 1 B
sin? ?g sin? 111—gr n? 113‘57r sin? 115—6”



Opazimo lahko, da se cleni v vsakem razcepu podvojijo. V drugi polovici ¢lenov
bomo sinusu kot pretvorili v ostri kot in ta korak oznacili z zvezdico.

* 1 { 1 N 1 N 1 N 1 N
- 27 c2 3w :2 5w 2T
64 sin 16 sin"f{g  sin” 3 sin” iE
+ ! + L + L + L =
sin2 167;E97r SiIl2 167r1—6117r sin2 167r1—6137r SiIlQ 167r1—6157r
B 1 { 1 . 1 1 . 1 .
- a1 2w - 23w - 257 2 7w
64 | sin 7¢ sin“{g  sin” g% sin®4E
. 1 . 1 1 1 B
sin? Zg sin? % sin? ?g sin? %
B 1 5 1 L 1 1 1 B
64 sin? 116 sin? ?ig sin? i’—g sin? Zg
on 1
1 1 "
(13) = — _— =
4n kZ:O SIHQ (2;:_11)
|
. 2 1
(14) ~ qn 2 (2k+1)m

o ST e

Vsoto (14) limitiramo po ¢lenih vsote n — oo in upoStevamo limito

. . . 2%k+1 . .
limy oo Nsin =wxza N =2"inz = # Dobimo naslednjo vrsto:

an-lq

1 - 2 1 B
4n — Sin2 (25:;11)7r
an—1-1
2 1
~ 5o Z . (2ktl)mg
2 k=0 (Sln( 2:_.2) )2
9 N-2-1-1 00
_)
- N2 (SlnN = 22 (kD)o
k=0 k:O 2
oo 8 oo
(15) = 2) m—ms =
k:O 2k;+1 T k:O 2k:+1

Sedaj bomo dokazali, zakaj smo lahko limitirali po ¢lenih vsote. Dokazemo lahko s
pomocjo Tannery-jevega izreka.
Torej ¢e Se enkrat zapisemo naso enakost (14):

9 an—1-1 211
= . fe(n
4 — sin2 2;7311) Z
kjer je
2 1
Je(n) = —-



Sedaj bomo nastavili vse tako, da bomo lahko uporabili Tannery-jev izrek.
Ce upostevamo limito lim, o = sina = 1 dobimo:

s (241w
Comt1 . (2K + 1)7r B _osin Sy
Torej:
. .2 1
T}l_)lgo fr(n) = nh_)rglo o _sin2 (25’;:11)7‘—
1 8

8. —
n—00 (2n+1 gin2 —(2;;11)”)2 7T2(2:I€ + 1)2

S tem smo izpolnili prvi pogoj za uporabo Tannery-jevega izreka (lim,, o fr(n) =
fr) Sedaj bomo napisali lemo, s katero si bomo pomagali pri drugem pogoju za
uporabo Tannery-jevega izreka.

Lema 5.1. Obstaja konstanta ¢ > 0 za katero velja:

. T
cr <sinz, 0 <z < —

[\]

22 = 1, je funkcija f(z) = % neprekinjena funkcija
Z-a na mtervalu [O, 7l kJer deﬁnlramo f(0) := 1. f je pozitivna na [0, 7], ker je
f(0)=1>0insinz >0z 0 < x < %. Torej je f(x) > f(b) > 0 na intervalu

2
[0,%] za nek b € [0,5]. S tem pa smo dokazali, da cx < sinz na [0, 7], kjer je
c=f(b) > 0. O

) 2
Torej imamo za 0 < k < 2"t — 1:

(2k + 1)m - 2@ t'-1)+)r @ =-Dr 7
on+1 — on+1 o on+1 < §
Iz leme pa sledi:
(2k+ 1) . (2k+D)m 1 4rtl
" ot < sin ontl 7 3 Ghilr = 2(9k & 122"
S “Hnr— ¢ ( + ) T
Ce mnozimo obe strani z 4—n, dobimo naslednje:
2 1 8 1
4n sin (25:;11) 22 (2k‘ + 1)2

Sledi, da je |fix| < My za vsak n, k. Torej je izpolnjen drugi pogoj za uporabo
Tannery-jevega izrek. Se ve¢, ker vsota > po o My = > 50 =25 - m konvergira,
smo izpolnili vse pogoje za Tannery-jev izrek. Sedaj pa lahko Tannery-jevemu izreku
lahko v (14) zamenjamo limito n — oo in vsoto in limitiramo po ¢lenih vsote, ter
dobimo (15).

Tannery-jevemu izreku pa se lahko tudi izognemo.

Velja:
. T 1 1 9 1
sm:z:<9:<tana:;O<33<—:>T>—2>cotx—'2 —1
2 sin“ x T sin“ x
Sedaj za x vzamemo r = %, N=2"ink=0,...,5 — 1 in sestejemo.
277,71 1 on— 1_1 277,71 1 on— 1 —1
. > Z Z !
9 (2k+1 (2k+1 9 (2k+1
k—o SN Ham 2.7 ) k—o SN 5am

10



— o —_— I 2n71
o SN’ (257111)” Ll (2k +1)7 k=0 sz_(2§j+_11)ﬂ
2 on—1_1 1 y 8 on—1_1 1 R} 5 gn—1_1 . . 2n_1
4n — sin? (2;97:5;11)% 72 o (2k +1)2 7 4n £ gin?2 (2;::;11)7r 92n
on—1_1 on—1_1 on—1_1
2 ! 8 1 2 1 1
An o eEiDr © 2 5 > -
an om0 sin2(2§+ﬁ)“ w2 g (2k+1)2 = 4r % sin2 (2;7211)” on
Ce upostevamo (14), dobimo:
L]
1> 3 3 > 1 1
w2 — (2k 4+ 1)2 N

Iz tega pa sledi (15). Tako smo ponovno dokazali, da lahko limitiramo po ¢lenih
vsote.

Dokaz baselskega problema pa Se ni koncan, saj moramo pokazati kako dobimo iz
vrste (15) vrsto (11). Enakost (15) preoblikujemo:

VR 1
(16) 8 ; (2k + 1)2

Zapisimo vrsto (11), Se enkrat:

1 1
T Tyt 6 ¢(2)

Zacetno vrsto si lahko predstavljamo kot vsoto >, ﬁ in )7, m oziroma
kot vsoto funkcije sodih in lihih ¢lenov. Izrac¢unajmo kaksen del vrste ((2) predsta-
vlja vsota s sodimi ¢leni.

| —
+
| —
+
| —
+
I
(]
—_

Eonl
Il
—_
—~
[\
™
~—

[
NE
==

B
Il
—_

N i
7 o~
= I
SN~—

%)

Torej vidimo, da mora preostali del 2((2) zavzeti vsota lihih clenov:

2

3 =1
ZC(Q):;2k+1

To pa je ravno enakost (16). Torej je ((2) enaka vsoti (16) pomnozeni s 3.
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6. SORODNI DOKAZI BASELSKEGA PROBLEMA

Avtor mojega clanka Josef Hofbauer je dobil navdih za svoj dokaz te vrste iz
c¢lanka, ki ga je napisal Champman [1]. Idejo je dobil iz dveh dokazov, v katerih sta
uporabljeni naslednji enakosti:

N

km N(2N —1)
17 t2 =
(17) 2::‘30 IN + 1 3
n
N
(18) 3 I 2N(N+1)
P sin? 2]’\“]11 3

Poleg clankov, v katerih nastopata omenjeni vrsti, pa ga je navdihnila tudi vrsta, ki
smo jo ze zapisali v dokazu baselskega problema in sicer:

N-1 ]
19) S E— ]
( ;0 sin? (2]€2ervl)7r

Dokaz enakosti (17)-(19) temelji na primerjavi koeficientov v primernem polinomu
stopnje N katerega nicle so ¢leni vsote.

7. RAZSIRITEV FUNKCIJE sin~? 2 NA DELNE ULOMKE

(19) je posebni primer naslednje enakosti (z = 7):

N—-1

1 1 1
20 - -
(20) sinz N2 ; sin? %

Za N = 2" dokazemo (20) na isti nacin kot smo dokazali enakost (11).
Ce pa vrsto zapisemo malo drugace:

¥
1 1 1
21 E— S
(21) sinx N2 kZJQV sin? —xJ]rf’T
in uporabimo limito N — o0, dobimo:
1 1

22 = -
(22) sin® kgz (x + km)?

S pomocjo enakosti (21) lahko dokazemo (19), ¢e vzamemo limito z — 0 in
zamenjamo N z 2N + 1.

8. GREGORY-LEIBNIZOVA VRSTA

Leta 1671 je skotski matematik James Gregory (1638-1675) odkril formulo:

2 Al

t =r———+ == —+---.
arctanxr =z 3—|—5 -

Tri leta pozneje, je neodvisno od Gregory-ja, nemski matematik Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) odkril isto formulo in jo objavil skupaj s posebnim primerom
z=1:

1 1

T
93 LR
(23) 1 55T
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Ceprav Gregory ni nikoli pisal o tem posebnem primeru, se vrsta vseeno imenuje po
njemu in Leibnizu.

Vrsto (13) dokazemo podobno, kot smo dokazali baselski problem.
Uporabimo enakost:

[cot® 2 — 1
cotr = — | =

T
cot 5

tx ; T 1 t:c t(ﬂ' :c>
JR— n— = - _— —_— — —=
co 5 a 5 5 co 5 co 7”5

_Cot(g) — cot (W ; x)}

ponavljamo postopek, ki smo ga ravnokar izpeljali:

5N R N N

Nato vstavimo =z = % 1

T 1 T 3
1 = cot— =—|cot=— —cot—| =

4 2 8 8
1 tﬂ' ‘ s t37T t57T B
I R T TR TCR 7
N-1
1 (2k+ D)7
= — —1)* cot ————
N (—1)" cot YT
k=0
kjer je N = 2".
Ce vsoto limitiramo N — oo in uporabimo limy_, % cot = = idobimo:
N-1
1 e 2k+1)m
k=0
N—oo
=
= 1
_ k
1 = Z(_l) (2k+1)m
k=0 4

=0
Ta vrsta ni absolutno konvergentna. Tudi tu moramo pokazati, zakaj lahko limiti-

ramo po ¢lenih vsote. Zapisimo nov razcep funkcije cot x, ki je ekvivalenten nasemu,

saj sledi iz zacetnega razcepa funkcije cot x = % [cot% — cot (%)]

an—1-1
1 (Cot (4k + 1)m . (4k + 3)7r>
k=0

~on ontz OV T onm
Sedaj bomo desno stran slednje enakosti razpisali po naslednji formuli:
cosa  cosf3 sin 3 cos @ — cos 3 sin «
cot o — cot f = — — — = - .
sina  sin 8 sin arsin 8
sin(ff — «)
sinasin 3

Dobimo:
2n=1—1

1 sin 57
1 - 2_TL ; ln (4k+1)7T Si (4/€+3)7r = g fk(n>7

S = ron— S Hng
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kjer je:
1 Sin 5t

feln) = o2
n - (4k+D)7m . (4k+3)w
2" sin S sin S

Sedaj bomo preverili pogoje za Tannery-jev izrek. Torej najprej bomo izracunali

1 sin sy ; 2t Sin ey

(4k+1D)m - (4k+D)7 . (4k+3)w
Ton sin o sin ot

(4]2;3)71' o on+2 . In+2 '

2" gin sin
8 2n+17T sin Qn%

B 4k 1)(4k + 3 ‘ 2n+2 - (447w on+2 - (4k+3)m
m(4k +1)(4k + 3) <(4k+1)ﬂsm onTe )-((4“3)# in "S55 >

= 1, dobimo:

8
Mim fi(n) = m(4k + 1)(4k + 3)

Za preverjanje drugega pogoja za Tannery-jev izrek bomo najprej definirali lemo.

Lema 8.1. Ce je || < 1, potem velja:
. 6
|sinz| < —|x|.
5

Dokaz. Za |z| < 1 velja |z|* < |2| za poljuben k € N in
2k+1)! = (2-3)-(4-5)-(6-7)---(2n-(2n+1))
> (2:3)-(2:3)-(2-3)---(2-3) =06".
Sledi:
o0 2n+1

— (2n+ 1)!

’2n+1

Z “(2n+1)!

T 6
=Z" ||Z — =gl = 3l

n=0

|sinz| =

Ker je 0 < 5%+ < 1zan €N (ker je 7 < 4), imamo iz leme:

T 6 T
< —. .
ont+l = 5 on+l

sin

Opazimo, da imamo za 0 < k< 2" —1in 0 < < 4:

(4k + U)m - (4 '-1)+0r 2" —44 D7 o7
on+2 — on+2 - on+2 — 5’
po lemi 5.1, pa sledi:
(4k + U)m . (k+Dm 1 1 on+2
—— < —_— =5 ———— < - —
c gtz =S T sin (42kntl2) = . (4k + )7

14



347, vidimo, da imamo za 0 < k < 2" — 1

6 T 1 2n+2 1 2n+2
5 2ntl c(4k+ V)m c(4k +3)m
8

(4k + 1)(4k + 3)°

Ce to kombiniramo z sin 557 <

6
6.

1 sin 5 - 1
(4k+1)m (k+3)r = on

6
O

Sin “os— sin 55

Sledi, da imamo za vsak k,n:

6 8

e T T R

Ker vsota Y~ , M, konvergira, smo zadostili pogojem za Tannery-jev izrek, torej
lahko limitiramo vsoto po ¢lenih.
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